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Berechenbare Funktionen

+ Typ 0 - Rekursiv aufzahlbar
' Turingmaschinen, A-Kalkdl

PDA, CFG
Typ 3 - Regulér
DFA, RE

Typ 2 - Kontextfrei E
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Definition (Intuitive Berechenbarkeit)
Eine Funktion f : N¥ — N heift intuitiv berechenbar, wenn es
einen Algorithmus gibt, der bei Eingabe (ny, ..., ng) € Nk

m nach endlich vielen Schritten mit Ergebnis f(ny, ..., ng)
halt, falls f(...) definiert ist,

m und nicht terminiert, falls f(...) nicht definiert ist.

Churchsche These (nicht beweisbar)

Turing-Maschinen kdnnen genau alle intuitiv berechenbaren
Funktionen berechnen.
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Beispiel (Berechenbarkeit)

Sind die folgenden Funktionen intuitiv berechenbar?

1 falls nprim
fi(n) = { P
0 sonst

b(n) = 1 falls ndie ersten n Ziffern von = darstellt
a2 sonst

f(n) = 1 falls in 7 n Nullen am Stlick vorkommen
770 sonst
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Definition (LOOP-Programm)

Syntax von LOOP-Programmen.
Esist X € {xp,xy,...} und C € N.

P—-X=X+C
| X =X-C
| P; P
| LOOP X DO P END
|IF X = 0 DO P ELSE Q END

m Ausgabe steht in xp, Eingaben in xy, ..., X, Restist 0.

m LOOP x; DO P END fihrt P genau n mal aus, wobei n der
Anfangswert von x; ist. Zuweisungen an x; in P andern die
Anzahl der Durchldufe nicht.



P ri m itive Reku rSiO n Technische Universitat Miinchen m

Definition (Basisfunktionen)

Primitiv Rekursiv sind:
m Die konstante Funktion 0
m Die Nachfolgerfunktion s(n) = n+ 1
m Die Projektionsfunktion 7% : NK s N, i € [K]

7T;((X1,...,Xk) = Xj
Definition (Komposition)

Sind g und h; PR und X = (x4, ..., Xn), dann ist auch 7 PR:
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Basisfunktionen und Komposition

Schon PR sind:
m Konstante: 0
m Nachfolger: s(n) = n+1
m Projektion: 7K : Nk s N
m Komposition: f(x) = g(h1(X), ..., he(X))

Definition (Primitive Rekursion)

Das Schema der primitiven Rekursion erzeugt aus g und h die
Funktion f:

f(0,x) = 9(X)
f(m+1,%) = h(f(m,X), m, X)
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PR-Programme

Technische Universitat Miinchen m

u.

H B B B R B QO

. diese Programme sind laut Vorlesung oder Ubung PR:

add(x,y)=x+y

mult(x,y)=x-y

pred(x) = max{0,x — 1}

x—y =max{0,x — y}

div(x,y) = x + y (Ganzzahldivision)
mod(x,y) =x mod y

a n#0

ifthen(n, a, b) = {b ne 0
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Definition (Erweitertes PR-Schema)
Das erweiterte Schema der primitiven Rekursion erlaubt

£(0, %) = f
f(m+1,%) =t

wobei
m fy enthalt nur PR-Funktionen und die x;
m t enthalt nur 7/(m, x), PR Funktionen, m und die x;.

Satz
Das erweiterte Schema der primitiven Rekursion fiihrt nicht aus

PR heraus.
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Sind f; und £, Endzustdnde von M, so bezeichnet
f1 M1 —
—_— M

f2 M2 —_—

eine Fallunterscheidung.

Beispiel (Band=07?)

5(%, 0) = (QO, 0: R)
5(‘707 D) = (ja7 D: L)
0(qo, a) = (nein, a, N) fura# 0,0
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Definition (WHILE-Programm)

Syntax von WHILE-Programmen.
Esist X € {xp, x1,...} und C € N.

PsX:=X+C
| X:=X-C
| P, P
| WHILE X # 0 DO P END
| LOOP X DO P END
| IF X =0DO P ELSE Q END

m Ausgabe steht in xg, Eingaben in xq, ..., X», Rest ist 0.
m Semantik wie erwartet.
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Definition (GOTO-Programm)

Syntax von GOTO-Programmen.
Esist X € {xp,xy,...} und C € N.
Alle Anweisungen haben eine Markierung My : A¢; Mo - As.

P—-X=X+C

| X =X-C

| P; P

| GOTO M;

| IF X =0 GOTO V;
| HALT

m Ausgabe steht in xg, Eingaben in x4, ..., X, Restist 0.
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GOTO «+—— TM

N

WHILE

PR <— LOOP

LOOP kann in WHILE Ubersetzt werden, WHILE ist also
mindestens so machtig wie LOOP (sogar méachtiger).
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