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Hausaufgabe 1 (4 Punkte)
Sei ¥ = {0,1}.

1. Wir betrachten das spezielle Halteproblem K = {w € ¥* | M,[w] |} und das
Halteproblem auf leerem Band Hy = {w € ¥* | M,le| | }.

Zeigen Sie durch hinreichend genaue Spezifikation und Begriindung einer Redukti-
onsabbildung (wie in den entsprechenden Beweisen der Vorlesung), dass Hy redu-
zierbar ist auf K, d.h. Hy < K.

2. Zeigen Sie, dass die Menge R = {w € ¥* | ¢,,(0) =L} unentscheidbar ist.
Dabei sei ¢, diejenige (partielle) Funktion ¢, : N — N die von der Turingmaschine
M,, berechnet wird.

Hausaufgabe 2 (4 Punkte)

1. Sei f:N x N — N fiir alle m,n € N gegeben durch f(m,n) =m? = n.

Zeigen Sie, dass puf primitiv rekursiv ist.

2. Sei g : N — N total und p-rekursiv, und sei f : N — N definiert durch die Startwerte
f(0) =1 und f(1) = 2 zusammen mit der Rekursion

f(n)=g(n)-f(n=1)-f(n—2) fiiralle n € Nmitn>2.

Zeigen Sie durch Anwendung der Erzeugungsregeln fiir p-rekursive Funktionen mit
Hilfe der Paarfunktion ¢ : N x N — N und deren Umkehrfunktionen p; und ps, dass
f p-rekursiv ist.

Hinweis :

Sie diirfen zusétzlich zu den Basisfunktionen der primitiven Rekursion die folgen-
den Funktionen als primitiv rekursiv annehmen: plus(m,n) (4), times(m,n) (+),
pred(n), c(m,n), p1(n), pa(n), ifthen(n,a,b) und die konstante k-stellige Funktion
c*. Sie diirfen die erweiterte Komposition und das erweiterte rekursive Definitions-
schema beniitzen. LOOP- und WHILE-Programme sind nicht erlaubt.




Hausaufgabe 3 (4 Punkte)
Sei X ein Alphabet und seien A, B C ¥* rekursiv aufzéhlbare Sprachen. Zeigen Sie:

1. Ly := ABA ist rekursiv aufzihlbar.
2. Ly := AN B ist rekursiv aufzéahlbar.

Hinweis: Die Cantorsche Paarfunktion bzw. die dazugehorigen Projektionen p; und po
konnten hilfreich sein.

Hausaufgabe 4 (4 Punkte)

Sei ¥ = {0,1}. Geben Sie jeweils ein Beispiel fiir die folgenden Objekte an. Falls kein
solches Objekt existiert, begriinden Sie dies.

1. Eine Funktion f : N — N, die primitiv rekursiv ist, aber deren Definitionsbereich
(also {n € N| f(n) # L}) endlich ist.

2. Eine Funktion f : ¥* — ¥* die total ist und fiir die {w € ¥* | ¢, = f} entscheidbar
ist.

3. Eine Menge A C ¥*, die nicht rekursiv aufzdhlbar ist und deren Komplement eben-
falls nicht rekursiv aufzéhlbar ist.

4. Ein unentscheidbarer Wertebereich einer berechenbaren Funktion.

Hausaufgabe 5 (4 Punkte)

Zeigen Sie die Unentscheidbarkeit der folgenden Mengen und wenden Sie zum Beweis
Techniken der Reduzierbarkeit eines Problems A auf ein Problem B an.

1. Hy« = {w| M, halt fiir mindestens eine Eingabe} .

2. C ={w | M, berechnet die Funktion g mit g(n) = 0 fiir alle n}.



Hinweis: Auf den Ubungsbléittern in diesem Semester wird es grundsétzlich die drei Aufga-
bentypen Vorbereitungsaufgabe, Tutoraufgabe und Hausaufgabe geben. Die als Vorbereitung
bezeichneten Aufgaben dienen der hduslichen Vorbereitung der Tutoraufgaben. Tutoraufgaben
werden in den Ubungsgruppen bearbeitet. Dabei wird die Loésung der Vorbereitungsaufgaben
vorausgesetzt und entsprechend abgefragt werden. Ab Blatt 2 werden zusétzlich Hausaufgaben
gestellt, die selbststandig bearbeitet und zur Korrektur und Bewertung abgegeben werden sollen.

Vorbereitung 1

Zeigen Sie, dass die polynomielle Reduzierbarkeit <, eine transitive Relation ist.

Vorbereitung 2

Beantworten Sie kurz die folgenden Fragen:
1. Seien A, B Sprachen mit A <, B und B NP-vollsténdig. Gilt dann A NP-vollsténdig?

2. Ist timey; fiir jede deterministische Turingmaschine M berechenbar?

Vorbereitung 3

Beweisen Sie:
1. P ist abgeschlossen unter Komplement.

2. Das Problem, zu entscheiden, ob ein gegebener Graph ein Dreieck enthilt, ist in P.

Tutoraufgabe 1

1. Ist ntime,, fiir jede deterministische Turingmaschine M berechenbar? Begriindung!

2. Sei f: N — N. Falls NTIME(f(n)) eine nichtentscheidbare Sprache enthélt, dann
ist f nicht berechenbar. Beweis!

3. Wir betrachten die Komplexitéitsklasse P. Dann gibt es fiir jede DTM M mit
L(M) € P ein Polynom p, so dass timey (w) < p(Jw]) fir alle w € 3 gilt.
Richtig oder Falsch? Begriindung!

4. Ist jede in polynomieller Zeit berechenbare Funktion f : N — N auch polynomiell
beschrénkt (3 Polynom p. ¥n. f(n) < p(n))? Begriindung!

5. Sei p ein Polynom und M eine DTM mit timey (w) < p(Jw|) fir alle w € ¥*.
Konstruieren Sie einen einfachen polynomiell beschrénkten Verifikator fiir L(M).

Tutoraufgabe 2

Seien A, B € ¥* Sprachen in NP. Zeigen Sie, dass dann auch AU B, AB und A* in NP
liegen.
Hinweis: Uberlegen Sie sich hierzu, wie geeignete Zertifikate aussehen.



Tutoraufgabe 3

Das STUNDENPLAN-Problem, das in der Praxis allen bekannt ist, lasst sich vereinfacht
wie folgt formal beschreiben:

Gegeben: Endliche Mengen S (Studierende), V' (Vorlesungen) und 7" (Termine) und eine
Relation R C S x V. Dabei bedeutet (s,v) € R, dass s die Vorlesung v besuchen
mochte.

Problem: Gibt es eine Abbildung f : V — T, so dass alle Studierenden einen Uber-
schneidungsfreien Stundenplan haben, also

(s,v1) € RA(s,v2) € RAvy # vy = f(v1) # f(ve)

1. Zeigen Sie, dass STUNDENPLAN in NP liegt.

2. Zeigen Sie, dass STUNDENPLAN NP-hart ist, indem sie eine polynomielle Reduktion
von 3COL auf STUNDENPLAN angeben.

3. Geben Sie nun eine Reduktion von STUNDENPLAN auf SAT an, die es erlaubt, das
Stundenplanproblem mit Hilfe eines SAT-Solvers zu lésen.



