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Diskrete Strukturen —Aufgabenblatt 5

Beachten Sie: Soweit nicht explizit angegeben, sind Ergebnisse stets zu begriinden!

Hausaufgaben: Abgabe bis zum 20.11.2013 um 12:00

Lesen Sie sich bitte auf der Webpage die Bestimmungen zu den Hausaufgaben genau durch.

Aufgabe 5.1

Zeigen Sie, dass folgende Formeln semantisch dquivalent sind, indem Sie schrittweise die Formel auf der linken Seite unter
Verwendung der Aquivalenzen aus der VL (Folien 89,90,91 in Aussagenlogik I)) in die Formel auf der rechten Seite transformieren.
Geben Sie bei jedem Umformungsschritt die verwendte Aquivalenz an.

(a) ~(A ¢ B) = (A & B)
(b) ((AA(B— C))V(=AAC)) = (AA=B)V ((CVB)A(CV-B)))

Aufgabe 5.2

Es sei F:= ((AV ~B) A (C — (AV B))).

Erinnerung: Eine Formel F ist in KNF (konjunktiver Normalform), falls F' — unter Ausnutzung der Assoziatitiviten — von der
Gestalt A, \/;n:1 L; ; ist, wobei es sich bei den L, ; um Literale handelt (siehe auch Folie 3 in |Aussagenlogik II).

Entsprechend sagt man, dass F' in DNF (disjunktiver Normalform) ist, falls F' von der Gestalt \/i = 1" /\;’Zl L; ;.
(a) Konstruktion von KNF und DNF mittels der Wahrheitstabelle:
(i) Stellen Sie die Wahrheitstabelle zu F' auf.
(ii) Lesen Sie aus der Tabelle aus (a) eine zu F' semantisch dquivalente Formel in DNF ab.

Hinweis: In der VL wurde mit derselben Methode der ITE-Operator mit Hilfe von —, A,V dargestellt, siche Folie
103 in |Aussagenlogik 1.

(iii) Lesen Sie aus der Tabelle aus (a) eine zu —F semantisch dquivalente Formel in DNF ab.
(iv) Geben Sie mit Hilfe des Resultats aus (a-iii) eine zu F' semantisch dquivalente Formel in KNF an.

(b) Verwenden Sie nun das auf den Folien 6 und 7 in Aussagenlogik 11 beschriebene Verfahren, um mit Hilfe von semantischen
Aquivalenzer}, eine gegebene Formel in KNF zu iiberfithren. Geben Sie wie immer bei jedem Umformungsschritt die
verwendete Aquivalenz an:

(i) Formen Sie F' in eine semantisch dquivalente Formel in KNF um.
(ii) Formein Sie —F in eine semantisch dquivalente Formel in KNF um.

(iii) Formen Sie F' in eine Formel in DNF um unter Verwendung von (b-ii).

Aufgabe 5.3

Wenden Sie den DPLL-Algorithmus auf folgende Klauselmenge an, um zu entscheiden, ob diese erfiillbar ist, und ggf. eine
erfiillende Belegung zu bestimmen.

{{Aa Ba C}v {_‘Aa Ca D}a {_'A> C, _'D}v {_'Av _‘Oa D}v {_‘Aa —C, _'D}v {Aa Ba _'C}v {Aa _‘Bv C}}

Hinweis: Bei der Wahl des Literals fiir die Anwendung der OLR (one-literal-rule) bzw. der Fallunterscheidung, verwenden Sie
bitte dieselbe Variablenordnung wie in den Tutoriibungen:

Das Literal L kommt vor dem Literal L' (kurz: L < L'), falls
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e beide Literale von derselben Variablen abgeleitet sind, wobei L das positive und L’ das negative Literal ist (Bsp.: p < —p);
oder

e beide Literale von verschiedenen Variablen abgeleitet sind, die Variable zu L aber in der lexikographischen Ordnung vor
der Variablen zu L' kommt (Bsp.: =p < ¢q).

Hat der DPLL-Algorithmus die Wahl zwischen mehreren Literalen, so soll stets das Literal gewihlt werden, dass bzgl. der
beschriebenen Ordnung < vor allen anderen zur Auswahl stehenden Literalen kommt.

Tutoraufgaben: Besprechung in der Woche vom 18.11.2013

Aufgabe 5.1

Entscheiden Sie unter Verwendung der Resolutionsmethode, ob folgende Formeln allgemeingiiltig sind:
(a) F:=((-BA-CAD)V(-BAN-D)V(CAD)VB).
(b) G:=((AAN-CAD)V(AN-BANC)V(AABANC)V(=AAD)V (AAN-D)V -A).

Aufgabe 5.2

Sei F' eine Formel in Klauselmengendarstellung.
Eine Resolution Ky, K1, Ko, ..., K, der leeren Klausel heif3t linear, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:
e KpeF.
o K, ist die leere Klausel.
e Fiir alle i € {1,2,...,n} gilt:
Es gibt eine Klausel B;_1 € FU{Ky, K1,...,K;_1}, so dass K; ein Resolvent von K;_; und B;_; ist.
Sei F'={{A, B},{A,-B},{—A,B},{-A,~B}}.
(a) Geben Sie eine lineare Resolution der leeren Klausel mit K¢ = {A, B} an.
(b) Gibt es eine kiirzere (nicht lineare) Resolution der leeren Klausel?

Bemerkung: Die Linge einer Resolution sei die Anzahl ihrer Resolutionsschritte.

Aufgabe 5.3

Ein Logikkalkiil K ist eine Menge von Inferenzregeln, wobei jede Inferenzregel beschreibt, wie man rein syntaktisch aus bereits
bewiesenen bzw. angenommenen Aussagen (Formeln) weitere Aussagen konstruiert (ableitet). Man schreibt dabei kurz I' by F,
um zu sagen, dass sich F' aus den Annahmen I' allein unter den Regeln aus K ableiten lisst. Gilt I' = (), so schreibt man kurz
Fi F.

Wir betrachten im Folgenden zwei verschiedene Kalkiile fiir die Aussagenlogik:
(a) Wir schreiben kurz Nat fiir das Kalkiil des natiirlichen Schliefiens (siehe Folien 53 bis 61 in Aussagenlogik IT).
Zeigen hiermit:
(i) Fxat (A= B) = (2B = =A4))
(ii) Fyat (A = B) = ((A = —B) — —A))

(b) Das Frege-Lukasiewicz-Kalkiil FL kommt mit einer geringeren Anzahl an Inferenzregeln aus als das Kalkiil des natiirlichen
SchlieBens, beschrénkt sich dafiir aber syntaktisch auf Formeln, die mit Hilfe der Basis {—, -} dargestellt werden:

F(F—(G—=F))
e ((F=>(G—=H)— (F—G)— (F— H)))
e H((-F—-G)— (G- F))
e (F-G),FFG
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F, G, H stehen dabei fiir beliebige aussagenlogische Formeln.
Beweise in FL sind im Allgemeinen sehr lang. Wir erlauben daher auch noch die Substitutionsregel im Folgenden:
Gilt Fgr, F, so auch Fgp, G, solange G durch Substitution aus F hervorgeht

(i) Geben Sie fiir den folgenden Beweis von Fpyr, (G — H) = (F — G) — (F' — H))) bei jedem Schritt die verwendete
Regel samt der zugehorigen Substitution an:

e tr, (F—(G—H))— (F—G)— (F— H)))

ety (F>(G—H)»(F—-G) - (F—-H))—»>(G—-H)—»(F—-(G—H))—>(F—G)— (F— H)))))
e tr, ((G—H)— (F—(G—H))— (F—G) = (F— H))))

(

et ((F-(G—H)»(F—-G —»F—-H)-(G—-H)—-(F—-(G—-H)—>(F—-G) —(F— H)))) —
((G—=H) = (F— (G- H))— (G- H) = (F—G)— (F— H))))))

o Fri (G = H) = (F = (G = H)) = (F = G) = (F = H)))) = (G = H) = (F = (G H)) = (G H) =
(F = G) = (F = H)))))

o Fr, ((G— H) —» (F— (G— H)) = (G- H)— (F—G) = (F— H))))
e r, (G— H) = (F— (G— H)))
e br, (G— H)— (F—G)— (F— H)))

Zeigen Sie:

(ii) FpL (F— F)

(i) (F — G),(G— H)FpL (F — H)

Wird nicht besprochen, Losung per Mail an Prof. Esparza

Aufgabe 5.1

Es sei F' eine unerfiillbare Formel. Es sei weiterhin R ein Resolution der leeren Klausel fiir F[p/true]; entsprechend sei Rg
eine Resolution der leeren Klausel fiir F[p/false].

Geben Sie ein Verfahren an, das aus R und R eine Resolution der leeren Klausel fiir F' konstruiert.



